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维纳滤波是美國應用數學家諾伯特·維納（Norbert Wiener）在二十世纪四十年代提出的一种滤波器，
并在1949年出版[1] (https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%BB%B4%E7%BA%B3%E6%BB%A4%E6%B3%A2#endnote_Wiener
1949).

维纳滤波器（Wiener filter）是由数学家维纳（Norbert Wiener）提出的一种以最小平方为最优准则的
线性滤波器。在一定的约束条件下，其输出与一给定函数（通常称为期望输出）的差的平方达到最
小，通过数学运算最终可变为一个托布利兹方程的求解问题。维纳滤波器又被称为最小二乘滤波器
或最小平方滤波器，目前是基本的滤波方法之一。维纳滤波是利用平稳随机过程的相关特性和频谱
特性对混有噪声的信号进行滤波的方法，1942年美国科学家N.维纳为解决对空射击的控制问题所建
立，是40年代在线性滤波理论方面所取得的最重要的成果。
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从连续的(或离散的)输入数据中滤除噪声和干扰以提取有用信息的过程称为滤波，而相应的装置称
为滤波器。 根据滤波器的输出是否为输入的线性函数，可将它分为线性滤波器和非线性滤波器两
种。 滤波器研究的一个基本课题就是：如何设计和制造最佳的或最优的滤波器。

所谓最佳滤波器是指能够根据某一最佳准则进行滤波的滤波器。 20世纪40年代，维纳奠定了关于最
佳滤波器研究的基础：即假定线性滤波器的输入为有用信号和噪声之和，两者均为广义平稳过程且
知它们的二阶统计特性。 维纳根据最小均方误差准则(滤波器的输出信号与需要信号之差的均方值最
小)，求得了最佳线性滤波器的参数，这种滤波器被称为维纳滤波器。

在维纳研究的基础上，人们还根据最大输出信噪比准则、统计检测准则以及其他最佳准则求得的最
佳线性滤波器。 实际上，在一定条件下，这些最佳滤波器与维纳滤波器是等价的。因而，讨论线性
滤波器时，一般均以维纳滤波器作为参考。
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这是信号处理中经常采用的主要方法之一，具有十分重要的应用价值。常用的滤波器是采用电感、
电容等分立元件构成，如RC低通滤波器、LC谐振回路等。但对于混在随机信号中的噪声滤波，这些
简单的电路就不是最佳滤波器，这是因为信号与噪声均可能具有连续的功率谱。不管滤波器具有什
么样的频率响应，均不可能做到噪声完全滤掉，信号波形的不失真。因此，需要寻找一种使误差最
小的最滤波方法，又称为最佳滤波准则。

从噪声中提取信号波形的各种估计方法中，维纳（Wiener）滤波是一种最基本的方法，适用于需要
从噪声中分离出的有用信号是整个信号（波形），而不只是它的几个参量。其基本依据就是最小均
方误差准则。

设维纳滤波器的输入为含噪声的随机信号。期望输出与实际输出之间的差值为误差，对该误差求均
方，即为均方误差。因此均方误差越小，噪声滤除效果就越好。

为使均方误差最小，关键在于求冲激响应。如果能够满足维纳－霍夫方程，就可使维纳滤波器达到
最佳。根据维纳－霍夫方程，最佳维纳滤波器的冲激响应，完全由输入自相关函数以及输入与期望
输出的互相关函数 所决定。

与设计一个特定频率响应所用的通常滤波器设计理论不同，维纳滤波器从另外一个不同的角度实现
滤波器。仅仅在频域进行滤波的滤波器，仍然会有噪声通过滤波器。维纳设计方法需要额外的关于
原始信号所包含频谱以及噪声的信息，维纳滤波器具有以下一些特点[2] (https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%
BB%B4%E7%BA%B3%E6%BB%A4%E6%B3%A2#endnote_Brown1996)：

1. 假设：信号以及附加噪声都是已知频谱特性或者自相关和互相关的随机过程
2. 性能标准：最小均方差
3. 能够用标量的方法找到最优滤波器

维纳滤波器的设计目的是就是滤除按照统计方式干扰信号的噪声。

假设维纳滤波器的输入信号是 ，叠加噪声 。输出信号 通过滤波器 使用下面的卷积运
算得到：

其中

是需要估计的原始信号
是噪声
是估计出的信号（我们希望它能等同于 )

是维纳滤波器

误差是 ，方差是 其中

是所期望的滤波器输出
是误差

根据d的不同，问题名称可以更换为：
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如果 那么问题是预测
如果 那么问题是滤波
如果 那么问题是平滑

将 写成卷积积分： .

计算平方误差的均值，可得

其中

是 的自相关函数

是 的自相关函数
是 和 的互相关函数

如果信号 和噪声 是不相关的（例如，互相关是0）那么请注意

这个的目的是求最优的 ，使得 最小。

维纳滤波对于因果系统与非因果系统有两种不同解，如下：

其 中  是 谱 函 数 。  只 要 是 最 优 的 ， 那 么 最 小 均 方 误 差 公 式 简 化 为

那么方程的解 就是 的双边拉普拉斯变换逆变换（inverse two-sided Laplace transform）。
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离散序列FIR维纳滤波器框图。输入信号 w[n]与维纳滤波器
g[n]进行卷积，输出结果与参考信号 s[n]进行比较，得到滤波
误差 e[n].

是 的拉普拉斯逆变换positive time解

是 的拉普拉斯逆变换positive time解

是 的拉普拉斯逆变换negative time解

因果的有限冲激响应（FIR）维纳滤波器通过
使用输入和输出信号的统计信息，而不是使
用一些给定的数据矩阵X和输出矢量Y，来发
现最佳的抽头权重。它将输入信号的自相关
的估计（T）代入输入矩阵X，将输出和输入
信号的互相关估计（V）代入的输出向量Y。

为了获得维纳滤波系数，考虑将信号w[n]输
入到一个 N阶维纳滤波器，系数 , 

，N的滤波器的输出被记作
x[n]，这是由下式给出

。

剩余误差来表示e[n]的，被定义为e[n] = x[n] − s[n]（参见相应的框图）。维纳滤波器被设计成最小化
均方误差（MMSE准则），它可以如下简而言之：

，

表示期望算子。在一般情况下，系数 可能是复数，在w[n]的和s[n]是复数的情况下可能推导
出。对于复信号，待求解矩阵是一个共轭对称Toeplitz矩阵，而不是对称Toeplitz矩阵。为简单起见，
下面只考虑所有这些量实数的情况。均方误差（MSE）可改写为：

矢量 减少上面的表达式，计算其关于 的导数

假设， 和 均为平稳和联合平稳，记序列 和 为 的自相关和 和 之间
的互相关，定义如下：

因此，注意到 ，导数的MSE可以改写为

离散序列的有限冲激响应维纳滤波器
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.

令该导数等于零，得到

，

上式可以改写为矩阵形式

这些方程被称作Wiener-Hopf方程。出现在方程中的矩阵T是一个对称的Toeplitz矩阵。当 在适当条
件下，这些矩阵是正定的，也就是非奇异的，从而使得有唯一解来确定维纳滤波器系数矢量，

。此外，Wiener-Hopf方程存在一个求解的有效算法，称为Levinson-Durbin算法，因此并
不需要对矩阵 的显式求逆。

维纳滤波器的优点是适应面较广，无论平稳随机过程是连续的还是离散的，是标量的还是向量的，
都可应用。对某些问题，还可求出滤波器传递函数的显式解，并进而采用由简单的物理元件组成的
网络构成维纳滤波器。维纳滤波器的缺点是，要求得到半无限时间区间内的全部观察数据的条件很
难满足，同时它也不能用于噪声为非平稳的随机过程的情况，对于向量情况应用也不方便。因此，
维纳滤波在实际问题中应用不多。 实现维纳滤波的要求是：①输入过程是广义平稳的；②输入过程
的统计特性是已知的。根据其他最佳准则的滤波器亦有同样要求。然而，由于输入过程取决于外界
的信号、干扰环境，这种环境的统计特性常常是未知的、变化的，因而难以满足上述两个要求。这
就促使人们研究自适应滤波器。

諾伯特·維納（Norbert Wiener）
卡尔曼滤波

^ [1]: Wiener, Norbert (1949), Extrapolation, Interpolation, and Smoothing of Stationary Time
Series. New York: Wiley. ISBN 0-262-73005-7
^ [2]: Brown, Robert Grover and Patrick Y.C. Hwang (1996) Introduction to Random Signals
and Applied Kalman Filtering. 3 ed. New York: John Wiley & Sons. ISBN 0-471-12839-2
^ [3]: Neil Gershenfeld, The Nature of Mathematical Modeling, Cambridge University Press,
1999
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